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Concavita di una funzione

# Premessa

Questa breve trattazione non vuole costituire una guida completa ed esauriente
sull'argomento, ma vuole fornire solamente i concetti fondamentali necessari per il
raggiungimento degli obiettivi del programma di matematica applicata della sezione Igea.

2> Concavita di una funzione

L'immagine seguente richiama il significato intuitivo del concetto di concavita, che poi
andremo a precisare.

_ La curva sta sopra al righello
La curva sta sopra al ighello . Concavitd verso il basso
111 verso | oo -~
Concavitd verso |l b:::ﬁm; sy =fe)+ £ (c) (X—c)

\ Punto di flesso

Transizione do ung concavitd verso
l'alto ad una verso il basso

- Funto di flesso

Transizione da una concavitd
verso |l basso ad una Il ighello sta sotto alla curva
verso 'alto Concavitd verso ['alfo

X

Generalizzando il significato di concavita diciamo che il grafico di una funzione continua
ha la concavita verso il basso attorno al punto (c, f(c)) se - vedi figura precedente - attorno
ad esso (ossia per valori della ascissa che stanno in un intervallo che ha al suo interno c) il
grafico di f sta al di sotto o coincide con una retta passante per tale punto.

Se la funzione ¢ derivabile, cid accade se il grafico di f sta al di sotto o coincide con la retta
tangente alla curva in tale punto, ossia se, per x abbastanza vicino a c,

f(x) < f(c) + D(f)(c) (x—).

Analogamente, f ha la concavita verso l'alto
attorno a un punto - come il punto R nella figura
precedente - se il grafico di f sta al di sopra o concava
coincide con una retta passante per tale punto;
ossia, se ¢  la ascissa di esso e la funzione &
derivabile, se, per x abbastanza vicino a ¢,

f(x) 2 f(c)+ D(f)(c) (x—c).

COnDVessad

Se aggiungiamo l'avverbio "strettamente" ("...
e strettamente concava ...") intendiamo che la
funzione intorno a c non puo avere andamento
rettilineo (ovvero il suo grafico puo coincidere
con quello della retta considerata solo nel
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punto di ascissa c).

Si usano, per f, anche i termini "concava" e
"convessa" (al posto di concava verso il basso e
verso l'alto), come richiamato dalla figura a
lato, pensando alle forma della figura che,
intorno al punto considerato, sta al di sopra del
graficodif.

Si noti che la somma di due funzioni con la
concavita verso l'alto (verso il basso) € una
funzione con la concavita verso l'alto (verso il
basso).

A sinistra il grafico di una funzione che in 0 ha la concavita verso 1'alto
senza essere ivi derivabile.

> Concavita e derivata seconda

E intuitivo che se una funzione f ammette derivata seconda f" in c allora il grafico di f ¢é
strettamente concavo verso l'alto in (c, f(c)) se f"(c) > 0 e che il grafico di f é strettamente
concavo verso il basso in (c, f(c)) se f"(c) < 0.

Basti pensare al fatto che il segno della derivata seconda, f ", esprime la crescita o la
decrescita della pendenza di f. Del resto la derivata seconda di una funzione che ha per
grafico una parabola ha lo stesso segno del coefficiente direttivo, che determina se la
concavita della parabola é all'insu o all'ingit.

Per un altro esempio si pensi a f: x — x> — 3x2 + x — 2
/: Determiniamo dove il grafico ha la concavita verso l'alto e
~dove verso il basso. Poiché la funzione & facilmente
~derivabile due volte, possiamo usare quanto osservato
- sopra:

f"(x) = 6(x — 1), dunque f"(x) >0sex>1ef"(x) <0sex<
1, e, quindi, f ha grafico con concavita verso l'alto nei
punti di ascissa maggiore di 1 e concavita verso il basso in

quelli con ascissa minore di 1.

Nell'esempio sopra rappresentato graficamente, la concavita del grafico cambia per l'input
uguale a 1: il corrispondente punto del grafico viene detto punto di flesso.

Piu in generale ho che se D(f) esiste (tranne eventualmente che in c) e f" ha segni diversi a
sinistra e a destra di ¢, allora (c, f(c)) e un punto di flesso, e se f " (c) esiste allora f"(c) = 0.

Nel caso precedente abbiamo che f'(x) =3x2 - 6x+1=0 perx =1-2V6/6 e per x =1+
2V6/6, e che in tali punti f (di cui sopra abbiamo visto il grafico) ha un massimo e un
minimo relativi.

Ma avremmo potuto concludere qual € il massimo e quale il minimo studiando il segno di
f "
sef'(c) =0, f' esiste in un intorno di c e f"(c) esiste, allora f ha un massimo relativo in c se f"(c) <
0, un minimo relativo se f"(c) > 0, non si puo concludere nulla se f"(c) = 0.
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Evitiamo, qui, di provare queste proprieta, di cui e facile convincersi, ma che non sono di
banale dimostrazione.

Nota. Per indicare la derivata seconda di £, oltre che a f" si usano anche f@ e D2(f).
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